MATHEMATIK THEMEN 2.SEMESTER URLAUBSVERTRETUNG

Bestimmtes Integral

Gesucht ist die Flache A unter der Funktion f (x)=x zwischen den Grenzen 0 und 1

Die Flache kann durch eine Summe von Rechtecken approximiert werden. Dazu wird das
Intervall [0; 1] in n gleiche Subintervalle unterteilt:
: 1. .
Xo=0; X = X

Der Abstand zwischen zwei x-Werten ist: X, — X, , = 1 AX (i=12,....,n)
n

Die Flache A kann approximiert werden durch eine Summe von Rechtecken oberhalb der
Kurve f(x) und eine Summe von Rechtecken unterhalb der Kurve f(x).

Oberhalb f (x) = x A :Z}E
ke on
Unterhalb f(x) = x A :Zl k-1
ka o n
Ai<A<A,

Firn — o geht Ax — 0, daher konvergieren die Flachen Ay und Ao gegen A.

. .1 n+l .. n+1 1
limA =lim—=-n- =lim ==
naon n—>o n2 2 N—o0 2n

) .1 n-1 . n-1 1
lim A, =lim—=-n- =lim —=
nam'o\J n—o n2 2 n—wo 2N 2

Die Schreibweise fiir diesen Grenzwert ist das Integralzeichen in der Form:
1 ] n
L f (x)dx=lim 21: f (% )AX
Bestimmtes Integral

Das bestimmte Integral der Funktion f aus dem abgeschlossenen Intervall [a; b] ist die reelle Zahl

b n
! f(dx= lim Z} f (x)AX
Beispiele

5 1
jldx =5 Ix*"dx =0
0 -1
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Berechnung des bestimmten Integrals

Beispiel
Flache von 0 bis x

fyx) = 1,5x + 2

A(X) = 2X + % x* (Rechteck und Dreieck)

Randfunktion: f(x) =15x+2

Esgilt A'(X)=f(x) > A(X) ist Stammfunktion von f(X). i

Flache von x=1bis x=4:  A(4)— A(l) =20-2,75=17,25

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Ist f eine im Intervall [a; b]stetige Funktion mit f(x) = 0 und F irgendeine Stammfunktion von f, so
ist:

A=T f(x)dx=[F(X)[ = F(b)-F(a)

Beispiel (Grundintegrale)
1

1
procc| L] ~1(2)-2
Y 3], 3 3

4

4
I‘/;dx{zx“’} =g-41'5 _2.21'5 =345
2 3 2 3 3

1 1
(X—l)de=I(X2—2x+1)dx:Ex3 _X2+XL =%

0

O ey

Beispiel (Variable bestimmen)
2k 1 3
[(k+6) dx=14 [kocdx =27 [ex?dx=9
0 0

0

Beispiel (Partielle Integration)

lenxdx u(x)=Inx V'(X) =X éu'(x)zi und v(x)=%x2
1

jxln xdx:Fx2 In x}
1 2

e

—J.lxdx:leZ—sz} :1e2+1:2,10
12 2 4 | 4 4

1
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Beispiel (Substitution)

i\/Zx—B dx
2

1. Mdglichkeit
Unbestimmtes Integral 16sen

7=2x=3 >2=-L_ o5 x-2 5 L PR 1(
dx 2 2 3

Stammfunktion an den Grenzen bestimmen

B(Zx 3)° T 26

2. Moglichkeit
Grenzen substituieren

z=2x-3 =2 z'=d—=2 -2 dx=—

2

Eigenschaften bestimmter Integrale

f(x)dx=0 (f muss in a definiert sein)

b
f(x)dx = —J f (x)dx (falls das Integral existiert)

D e T O Cm— D D ey D)

c b
f (x)dx = j f (x)dx + j f(x)dx  (fin [a;b]stetigund a < ¢ < b)

Beispiele
[erox-fr} ~e—e-0 P W V.
Jl'e x=[g"} =e—-e= Jl'x x_—lx x_—[éx }0_—5

2 9 9 9
fﬁdx + I&dx = I x%°dx = E xl's} =18
0 2 0 0
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Flachenberechnungen

a) Eine Funktion f(x) ist Randkurve

Fall1) f(x) =0 in[a; b]

A= j f(x)dx=[F(X)L = F(b) - F(a) P il A= } f(x)dx

Beispiel:
fx)=x* a=0;b=1
1

1
A:Ixzdx:{lxs} :1—0=1
) 37 ), 3 3

Fall 2) f(x) <0 in[a; b]

Beispiel: f(x) = —x* a=0;b =1 - Fliche mussauch 1/3 sein.

1 1
A= I—xzdx = {—Exﬂ =‘—E+O N
0 3 0 3 3
b
Aligemein: A=|[ f(x)dx| = |[F(x)P|=|F (b) - F (a)

Fall 3) Flache oberhalb und unterhalb der x-Achse (f(x) beliebig in [a; b])

Zuerst mussen die Nullstellen berechnet werden.

Ty , A=A+A,+A
A ) X1 Xy b
’ A . A=|[ £ +|[ £ () +| [ £ (x)x
a6 '\\"4_3/" h .rF a X Xa
Beispiel 1

Wie groB ist das Flachenstick, das im Intervall [-2; 2] zwischen der Kurve der Funktion
y =x3—x und der x — Achse liegt?

Nullstellen x=—1; x=0und x=1 - 4 Integrale > A=%+%+%+%=5
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Beispiel 2

Wie groB ist das Flachenstlck, das im Intervall [-1; 3] zwischen der Kurve der Funktion
y =Xx2—5x+4 und der x — Achse liegt?

Nullstellen: x=1und x=4 A=24

Beispiel 3
Wie groB ist das Flachenstlick zwischen der Kurve y = —(0,25x2—1)2 und der x —

Achse mit den Nullstellen als Grenzen
A= 32/15

Beispiel 4
Wie groR ist das Flachenstiick zwischen der Kurve y = f(x) = x* — 1 und der X — Achse
mit den Nullstellen als Grenzen

y=f(x) =x*—1 - Nullstellen x, = -1 undx, =1
1.5 _4
|12, = 1 dx| =3

Beispiel 5

Flache zwischen dem Graphen der Funktion f (z) = z* — 2z und der x-Achse zwischer 0 und 2

f(m):m[zz—Q) :z[z—\/ﬁ) (I+\/§j = NS5; =0, NSy3 = ++/2
V2
A= f(z)dz

D f; f(2) dz‘

V2 VI 2 2
= f zsda:—f 2xdx f madm—f 2:51:[9:‘
0 0 V2 V2

+

-+

vz 2
1, 212 1, 212
= [Zz]u —[.?:]D + [c_lz]ﬂ_[:ﬂ]ﬂ
2 64 2
:4—1—0—{2—0)-%7_1—{4—2)‘

=|-1,5| +]13,5| = 15

Beispiel 6
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Flachen unter und Gber der x-Achse  f(x)=x3-3x2+2x

Hier miissen auch zuerst die Nullstellen berechnet werden.
0=x3-3x242%=x - (z* — 3z + 2)

>x01=0,  0=x23x+2  Xo2=1, Xoz=2

Es ergeben sich 2 verschiedene Flachen. A=A+A;

A=y (2 — 307 + 22)dz — [Z — 32 + 28

M=[E -2+ =L —1+12—0

A= [2(a* — 30 + 2x)da] = |[Z — 2* + 22| a0 | bl c=2
r= X —22 422 (L 13 +1%)

A=[4—8+4— (3 —1+1)]

A=10—(1]=]-0,25/=0,25

A=0,25+0,25=0,5

b) Flache zwischen zwei Funktionen y = f(x) undy = g(x)

Fall 1: Schnittpunkte sind Grenzen

Zuerst missen die Schnittpunkte berechnet werden.
¥

A=A A,
b

[0 = 1,001

a

A=

Beispiel 1

Wie groR ist der Flacheninhalt, der von den Kurven der Funktionen y =-x2+2 und
y =Xx2—6 zwischen den gemeinsamen Schnittpunkten eingeschlossen wird?
Schnittpunkte bei x=-2 und x=2

2 2
_ (ﬁ_le]_(_&lej _
- 3 3 3
Beispiel 2

I(2x2—8)dx
-2

Wie groR ist der Fl&cheninhalt, der von den Kurven der Funktionen y =x2-4x+1 und
y =7 —x? zwischen den gemeinsamen Schnittpunkten eingeschlossen wird?

Schnittpunkte bei x=-1 und x=3
3
[(2x2—4x—6)dx

-1

A=

gx3—8x
3

3

A=

gx3—2x2—6x
3

_F%_%
3| 3

-1

Fall 2: Vorgegebene Grenzen
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Zuerst missen die Schnittpunkte berechnet werden.

A=A-A+ A=A,
A= J11,00 1,000+ {1,601, 001

Beispiel 1
y=fx) =x*—-1 y =g(x) =3 Flachefir0 <x <4
-> Schnittpunkte x; = —2 undx, = 2
2 4 16 32
f 3—(x% —1Ddx| + ] 3—(x?2—1Ddx|=—+—=16
0 2 3 3

Beispiel 2
Es ist die Flache zwischen den Kurveny = -x2+ 2x + 2 und y = X2 - 2 in den Grenzen von 0
bis 3 zu berechnen. >
Losung: Schnittpunkte bei x=—1und x=2 A=31/3
Beispiel 3
Gegeben sind die Funktionen:
flx) = %:i?"a und g(z) =z — 2

Berechne den Inhalt der von den Graphen

eingeschlossenen Flichen.

0
A= [ (@) g da =2

Ay — ftg(m) ~ fla))de = &

Gesamtfliche 2,047

Beispiel 4
Flache zwischen den Graphen der beiden Funktionen f und g mit f(z) = —2z® + 1 und
g(z}=z4—232 a=—1lundb=1.

:f{ (z) — g(z))dz = f{ 222 41— (z* — 2%))dz = f{—z +1)dz = [—Em + |t
1 g 8
—g+l—(—g-(—1) —1) = F

Flachen mit Parametern
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Beispiel 1
2
Gegeben ist die Funktion y = f,(x) = x /1 — (E) mit dem Parameter a > 0

a) Berechnen Sie die GroRRe der Flache A, welche der Graph der Funktion fi(x), also fur a=1,
mit der x-Achse einschlief3t.

b) Fur welchen Wert des Parameters a betragt die von fa(x) und der x-Achse
eingeschlossene Flache 6 Flacheneinheiten.

Nullstellen: x=0; x=#%1
1=1-x > 7= oy > =5
dx —2X

——I ° =—1215 %(1—x2)1’5+c

Stammfunktion an den Grenzen bestimmen

0 1
:|:_1(1_X2)L5:| |:__(1 Xz):| 21 123
3 5 of 3 3 3
Nullstellen: x=0; x=%a
2 2
L TP 2 SN PO LN
a’ dx a

a’ ¢ os a’ a’ x2)"
——_[z dz=——12z"=-"|1-= | +c¢
2 3 3 a

Stammfunktion an den Grenzen bestimmen
0

2 2\15 2 2 72 2 2
A= —a—(l—iz J {—a—(l—x—z)} L& 206 5423
3 a 3 a~ || 3 3 3
Beispiel 2
Welche Parabel mit der Gleichung der Formy = f(x) = (x —¢)?, ¢ >0 2
begrenzt mit den Koordinatenachsen eine Flache von 9
Flacheneinheiten? 1

Grenzen: x =0 und Nullstelle x=c , ,

< 1 ¢ 1
A=|(x=c)’dx=|=(x-c)®| =0+=c*=9 > c=3
!( ) {3( )} .

Beispiel 3
Bestimmen Sie die Parabel y = f(x) = ax* — 4a, a > 0, welche mit der
x-Achse eine Flache von 3 Flacheneinheiten einschliefit.

Nullstellen:; x=42
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2
[E - 4x}
3 -2
Beispiel 4

Bestimme ne N so, dass die Funktion f(x)=x" die Flache des Dreiecks mit den Eckpunkten
0O(0;0); A(L 0) und B(L;1) halbiert.

A= =a =a

2
jaxz —dadx
=2

—E+§—8:ga:3 > a=i
3 3 3 32

Flache Dreieck: A=1.1.1:1
2 2
1
Flache: Ix"dxzizl > n=3
n+l1 4

0
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